Regulatorul liniar patratic (LQR)

1 PROBLEMA DE CONTROL OPTIMAL PENTRU SISTEME CONTINUE

Pentru un sistem continuu cu n variabile de stare si m variabile de intrare, descris de:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

cu conditiile initiale x(0)=xo, se cere sa se calculeze vectorul de comenzi optime ux(t), care minimizeaza
functia de performanta:

J= x(tf)TSx(tf) + fotf (x(O)TQx(t) + u(®)TRu(t))dt 2)

unde S si Q - sunt matrici simetrice pozitiv semidefinite cu dimensiunea n x n, iar R este o matrice
simetrica pozitiv definitd cu dimensiunea mxm.

1.1 Regulatorul LQR pentru sisteme continue
Comanda optima rezulta de forma:

u'(t) = -K(t)x(t), (3)
sau u'(t) = -Kx(t), (4)
unde K este matricea de reactie de la stare, de dimensiune m x n.

Implementarea unui regulator LQR, intr-un sistem cu reactie de la stare este prezentata in Figura 1.
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Figura 1. SCHEMA BLOC A SISTEMULUI CU REACTIE DE LA STARE
Sistemul inchis va fi reprezentat de ecuatia de stare:
x(t) = (A — BK)x(t),

Exemplu: Pentru un sistem cu o singura variabila de comanda (m=17), referinta 0 si conditii initiale nenule,
schema bloc de stabilizare a sistemului este prezentata in Figura 2. Daca sistemul are n variabile de
stare, x(t) = [x1(t) ... xn(t) J', matricea de reactie de la stare K va avea dimensiunea 7xn, si variabila u*(t) va
avea expresia:

u'(t) = -Kx(t) = -k1 X1(t) - ko Xa(t) - ... -kn Xn(t)
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Figura 2 SCHEMA BLOC A SISTEMULUI INCHIS



2 PROBLEMA DE CONTROL OPTIMAL PENTRU SISTEME DISCRETE

Pentru un sistem liniar discret cu n variabile de stare si m variabile de comanda, descris de:
Xk+1 — Axk + Buk, (5)

cu k=1, ...N-1, si conditiile initiale xo, se cere sa se calculeze secventa de comenzi optime: U, Uy,..., Ux.
1", care minimizeaza functia de performanta:

N-1
J= xNHyxy + ) x1Qx; +ufRu, (6)
k=0
unde:
Hn si Q@ - sunt matrici simetrice pozitiv semidefinite cu dimensiunea n x n,

R - este o matrice simetrica pozitiv definita cu dimensiunea mxm.

2.1 Regulatorul LQR pentru sisteme discrete
Comanda optima rezulta de forma:

u'=-Kix, (7)
sau

u'e=-Kxu, (8)
unde K este matricea de reactie de la stare.

Schema bloc generala este prezentata in Figura 3.
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Figura 3. SCHEMA BLOC DE STABILIZARE A SISTEMULUI

comanda este prezentata in Figura 4.
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Figura 4. SCHEMA BLOC A SISTEMULUI INCHIS (CU REFERINTA 0 S| CONDITII INITIALE)



3 STUDIIDE CAZ

(1) Selectati un proces dintre cele propuse in fisierele atasate, sau altul la alegere, din cele studiate
anterior sau in functie de interesele dumneavoastra:

a. Linear - Active Mass Damper.pdf
b. Linear - Linear Flexible Joint.pdf
c. Rotary - 2D Flexible Link.pdf

d. Rotary - Flexible Joint.pdf

(2) Stabiliti clar care suntvariabilele de intrare, iesire si de stare pentru procesul ales.

(3) Simulati procesulin bucla deschisa, fara regulator, cu o intrare la alegere si explicati rezultatele.

(4) Implementati un regulator LQR care sa stabilizeze procesul ales si analizati rezultatele. Implementati
regulatorul pentru sistemul continuu sau discret, la alegere.

4 ETAPE DE REZOLVARE S| ANALIZA

4.1 LQR pentru sistemul continuu

a)
b)

c)
d)

e)

)

g)

h)

Alegeti un set de conditii initiale pentru variabilele de stare, explicati semnificatia lor fizica.
Scrieti o functie patratica de performanta care sa fie minimizata astfel incat starile sistemului sa
ajunga in echilibru (toate variabilele de stare sa fie zero in regim stationar, sau referinta = 0).
Alegeti un set de valori initiale pentru matricile Q si R.
Calculati matricea de reactie de la stare K cu functia Matlab (qgr.
Simulati evolutia sistemului cu reactie de la stare din conditiile initiale alese la punctul a) si cu
regulatorul K calculat anterior, dupa schema bloc din Figura 1 sau Figura 2. Reprezentati grafic
evolutia starilor si a comenzii. Simularea poate fi realizata intr-una din urmatoarele variante, sau
altele, la alegere:
i. Utilizati Simulink.
ii. Simulati sistemul Tnchis intr-un script Matlab. Integrati ecuatiile de stare pornind de la
conditiile initiale alese pentru sistemulinchis.
iii. Simulati raspunsul la conditii initiale a sistemului Tnchis utilizdnd functia Matlab initial
pentru sistemulinchis.

Variati pe rand elementele matricilor Q si R, simulati sistemul in fiecare caz si explicati care este
influenta lor asupra starilor si comenzii sistemului.
Calculati matricea de reactie de la stare variabila in timp, K{(t) utilizdnd Algoritmul 2 din curs (6-
LQR_and_estimation.pdf, pag. 16 sau din prezentare 4.1-LQR_slides.pdf, pag 13)
Reprezentati grafic elementele matricii de reactie de la stare variabile K{t) calculate mai sus, in
functie de timp si aratati ca acestea converg spre valorile calculate la punctul c).
Pentru un set de valori ale matricilor Q si R alese, simulati evolutia starii si comenzii pentru
sistemulinchis cu matricea regulator variabila in timp K{(t). Comparati rezultatele cu cele obtinute
cu matricea K calculata cu functia Matlab lgr la punctul d).



4.2 LQR pentru sistemul discret

a)
b)
c)

d)
e)

f)

g)

h)

Determinati un model discretizat al sistemului, pastrand semnificatia variabilelor de stare.

Alegeti un set de conditii initiale pentru variabilele de stare si explicati semnificatia lor fizica.
Scrieti o functie patratica de performanta care sa fie minimizata astfel incat starile sistemului sa
ajunga in echilibru. Alegeti un set de valori pentru matricile Hn, Q si R.

Calculati matricea de reactie de la stare K cu functia Matlab digr .

Simulati evolutia sistemului cu reactie de la stare (Figura 3 sau Figura 4) din conditiile initiale
alese si cu regulatorul K calculat anterior. Reprezentati grafic evolutia starilor si a comenazii.
Simularea poate fi realizata intr-una din urmatoarele variante:

i. Utilizati Simulink.

ii. Simulati sistemul inchis intr-un script Matlab. Calculati iterativ valorile starilor pornind din
conditiile initiale alese, valorile urmatoare fiind date de ecuatiile de stare ale sistemului
inchis.

iii. Simulati raspunsul la conditii initiale a sistemului inchis utilizdnd functia Matlab dinitial
pentru sistemulinchis.

Calculati matricea de reactie de la stare variabila in timp, Kcutilizand Algoritmul 1 din curs (6-
LQR_and_estimation.pdf, pag. 10 sau din prezentare 4.1-LQR_slides.pdf, pag.19).

Reprezentati grafic elementele matricii de reactie de la stare variabile Kkcalculate mai sus, in
functie de timp si aratati ca acestea converg spre valorile calculate la punctul d).

Pentru un set de valori ale matricilor Q si R alese, simulati evolutia starii si comenzii pentru
sistemul Tnchis cu matricea regulator variabila in timp Ki. Comparati rezultatele cu cele obtinute
cu matricea K calculata cu functia Matlab dlqr.



